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ЧИСлЕННОЕ ИССлЕДОВАНИЕ ВлИяНИя ВЕлИЧИНЫ 
КРИтИЧЕСКИХ НАПРяжЕНИй В МОДЕлИ ratE-aND-statE 

НА СКОльжЕНИЕ РАЗлОМА

А.М. Камай, С.Б. Турунтаев 

рассматривается движение по разлому с трением, описываемым двухпараме-
трическим законом rate-and-state. предполагается, что техногенное воздействие 
приводит к уменьшению эффективной прочности разлома (например, за счет уве-
личения порового давления при закачке жидкости). показано качественное из-
менение характера прерывистого скольжения при изменении критической вели-
чины сдвигового напряжения. анализ решений системы уравнений проводится 
с использованием метода грассбергера-проккаччиа. получено, что при измене-
нии критических напряжений от 5 до 30 мпа корреляционная размерность рас-
тет линейно; при более высоких значениях критических напряжений наблюдается 
тенденция к насыщению зависимости корреляционной размерности от критиче-
ских напряжений.

Введение

Землетрясения, индуцированные разработкой месторождений углеводородов, 
закачкой жидких отходов производства, интенсификацией геотермальных источ-
ников энергии, непосредственно связаны с проникновением жидкости и/или с ро-
стом порового давления в породах. так как модули прочности пород на сжатие 
существенно превосходят модули прочности на растяжение (примерно на поря-
док величины), следует ожидать, что при закачке жидкости под высоким давлени-
ем могут образоваться либо трещины отрыва (как это происходит при проведении 
гидравлического разрыва пласта (грп)), либо будут происходить сдвиговые под-
вижки по существующим трещинам и разломам. достижение поровым давлением 
жидкости некоторой критической величины, значение которой зависит от вели-
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чин главных сжимающих напряжений и ориентации естественной трещиноватости, 
принимается за условие инициирования сейсмогенерирующей подвижки. наибо-
лее естественно предположить, что значение критического давления определяет-
ся критерием кулона-мора. 

если в уравнении кулона-мора коэффициент трения принять постоянным, то 
после достижения критического значения порового давления произойдет динами-
ческий срыв и начнется движение, которое в дальнейшем будет асейсмичным. для 
объяснения возникновения сейсмических событий необходимо учесть снижение 
коэффициента трения μ при начале движения по разлому. [Bruel, 2007] использо-
вал в своей модели предположение о постоянстве μ, но предположил, что при до-
стижении критических значений сцепление становится равным нулю. [Baisch et  
al., 2010] предположили мгновенный сброс напряжений в элементе породы, в ко-
тором началось скольжение. [McClure and Horne, 2010] предположили мгновен-
ное уменьшение коэффициента трения, который затем постепенно восстанавливал 
свое значение. Все эти модели являются частными случаями модели землетрясе-
ний, описанной в [Ben-Zion and Rice, 1993].

В отличие от моделей с дискретным изменением параметров уравнения кулона-
мора, которые описывают только сейсмогенную компоненту движения по разло-
мам, модель rate-and-state предполагает зависимость коэффициента трения от ско-
рости перемещения берегов разломов и может использоваться для описания как 
несейсмичной, так и сейсмичной фаз скольжения. Эта модель основывается на ла-
бораторных экспериментах и успешно применяется для описания ряда явлений, 
связанных с развитием сейсмических процессов [Dieterich, 2007; Segall, 2010; Буд-
ков, кочарян, 2014]. различные варианты использования уравнения rate-and-state 
приведены в [Baisch et al., 2010, Ghassemi et al., 2007, Bruel, 2007, Hobbs, 1990]. 
наибольшей популярностью пользуется однопараметрический вариант уравне-
ния rate-and-state
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где m, m – коэффициенты трения движения и покоя, v – скорость скольжения; па-
раметры a и b положительны и имеют порядок величины от 10–2 до 10–3 м, пара-
метр Dc имеет порядок от 10 микрон в лабораторных условиях, его значение для 
реальных разломов не выяснено; типичные значения v* составляют порядка 0,2 м/с, 
q – переменная состояния, значение которой характеризует состояние скользящих 
поверхностей и эволюция которой во времени определяется уравнением:
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альтернативой однопараметрическому варианту уравнения rate-and-state явля-
ется двухпараметрическое, рассматриваемое, например, в [Hobbs, 1990, турунта-
ев и др., 2011, Olsen-Kettle et al., 2008]:
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здесь Li – характерные размеры шероховатостей скользящих поверхностей, i = 1, 2,
значения параметров v*, A, Bi, Li приведены в работе [Gu et al., 1984] и являются 
экспериментальными данными, t* – критическое напряжение, которое может из-
меняться посредством внешнего воздействия (например, за счет изменения поро-
вого давления p).

В настоящей работе рассматривается модель rate-and-state с двухпараметриче-
ским законом трения и предполагается, что техногенное воздействие той или иной 
природы приводит к уменьшению критического напряжения сдвига (например, за 
счет увеличения порового давления при закачке жидкости). анализ решений си-
стемы уравнений проводится с использованием метода грассбергера-проккаччиа 
[Grassberger, Procaccia, 1983].

Модель и метод расчета

Широко используемая модель движения бортов разлома под действием текто-
нических сил представляет собой блок, который перемещается по неподвижному 
основанию (рис. 1). уравнение движения блока под действием упругих сил и тре-
ния имеет вид:

mx #= K(v0t – x) – ts  (4)

где K – жесткость, v0 – скорость движения на бесконечности, τ – касательное на-
пряжение, возникающее вследствие трения. В настоящей работе рассматривается 
двухпараметрический закон трения в виде (1)–(3).

Рис. 1. схема модели rate-and-state

движение по разлому с законом трения (1)–(3) носит прерывистый характер, 
медленное движение типа крипа сменяется быстрыми подвижками по разлому. из 
формулы (2) видно, что увеличение порового давления приведет к уменьшению 
критического напряжения.

конечно-разностная схема для численного решения уравнения (4) имеет вид:
xi+1 – 2×xi + xi–1

h2  = K
m
×
⎛
⎜
⎝

xi – xi–1

h
×(ih) – xi

⎛
⎜
⎝
 – ti

s
 (5)

начальные условия: x(0) = 0, v(0) = 0. Значения постоянных параметров расчета K, 
m, s брались из работы [Hobbs, 1990].

для решения уравнения использовался метод прямой и обратной прогонки со 
следующими значениями предварительных коэффициентов:

A = α(yi–1,j, yi,j)×
h
hx

2

B = α(yi,j, yi+1,j)×
h
hx

2  (6)
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C = (α(yi–1,j, yi,j) + α(yi,j, yi+1,j))×
h
hx

2  + 1

F = yi,j,

которые входят в расчет значения основных коэффициентов αi, βi итоговых фор-
мул:

αi = 
B

C – A×αi–1

βi = 
A×βi–1 + F
C – A×αi–1

 (7)

yi,j = αi×yi+1,j+1 + βi

Значения шага временной h и пространственной hx сетки и поправочных коэф-
фициентов аппроксимации, входящих в формулы (5)–(7), равны:

hx = 0.01

h = 0.01

δ = 0.01  (8)

α = 0.5×g×d2×y g–1
i–1, j + y g–1

i, j

Выбранные значения коэффициентов метода прогонки соответствуют погреш-
ности аппроксимации на уровне O(h, hx

2), что является удовлетворительной точно-
стью для поставленной задачи.

Полученные результаты

моделирование различных режимов движения блока и исследование поведе-
ния системы в целом проводилось в диапазоне изменения критических напряже-
ний t* от 5 до 50 мпа с шагом в 5 мпа. для каждого из режимов были построены 
временные ряды значений смещения блока, скорости его смещения и измене-
ния касательного напряжения на всем временном промежутке моделирования. 
для построенного таким образом временного ряда изменений напряжения при-
менялся алгоритм оценки корреляционной размерности, основанный на вычисле-
нии корреляционного интеграла методом грассбергера и прокаччиа [Grassberger, 
Procaccia, 1983].

результаты численного решения для различных τ* показаны на рис. 2 в виде 
зависимости от времени касательных напряжений и смещений блока относитель-
но движущейся с постоянной скоростью v0 точки на бесконечности. на рис. 3 
изображены фазовые траектории в координатах τ-υ-x. В результате проведённых 
расчётов получено, что при увеличении критических значений напряжений пове-
дение системы существенно изменяется. происходит изменение характера коле-
баний, что проявляется сначала в появлении дополнительной частоты колебаний, 
а затем в переходе к квазихаотическому режиму (рис. 3). оценка размерностей 
получаемых аттракторов методом грассбергера-прокаччиа показывает, что при 
увеличении значений критических напряжений происходит увеличение корреля-
ционной размерности этих аттракторов, сначала линейное, а затем выходящее на 
насыщение (рис. 4).
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Рис. 2. расчетная зависимость относительного смещения бортов разлома и касательных напря-
жений на разломе от времени в модели rate-and-state при двухпараметрическом законе трения 

для разных значений критических касательных напряжений

исследовалось также поведение решений уравнений (1)–(4) при увеличении 
жесткости K и скорости v0. на рис. 5 представлено изменение вариаций сдвигово-
го напряжения при τ* = 5 мпа в результате увеличения в 10 раз жесткости упругой 
связи K (рис. 5, а) и скорости движения на бесконечности v0 (рис. 5, б). сопостав-
ление с рис. 2 показывает, что при увеличении жесткости возрастает амплитуда ко-
лебаний напряжений (с 40 до 70 кпа), примерно в 4 раза увеличивается частота и 
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Рис. 4. Зависимость корреляционной размерности от значений критического напряжения

Рис. 3. аттракторы двухпараметрическо-
го уравнения rate-and-state при значени-
ях критического напряжения 5 мпа (а),  

20 мпа (б) и 50 мпа (в)
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меняется форма колебаний. увеличение скорости движения на бесконечности из-
менило только частоту колебаний (приблизительно в три раза), при этом амплиту-
да и характер колебаний остались практически неизменными.

Заключение

Численный анализ уравнения движения типа rate-and-state с двухпараметри-
ческим законом трения показал качественное изменение характера прерывисто-
го скольжения при изменении критической величины сдвигового напряжения, 
которое может происходить при закачке жидкости. оценка корреляционной раз-
мерности и размерности пространства вложения методом грасбергера-прокачиа 
для результатов численного решения уравнения rate-and-state с двухпараметри-
ческим законом трения показала, что обе эти величины имеют небольшие значе-
ния и при изменении критического напряжения от 5 до 50 мпа изменяются от 
1.1 до 2.5 и от 3 до 5, соответственно. В этом случае следует ожидать, что пове-
дение рассматриваемой системы будет определяться 3–5 независимыми перемен- 
ными.

при изменении критических напряжений от 5 до 30 мпа корреляционная раз-
мерность растет линейно; при более высоких значениях критических напряжений 
наблюдается тенденция к насыщению зависимости корреляционной размерности 
от критических напряжений. Возможность определения конечных значений кор-
реляционной размерности свидетельствует о наличии устойчивых состояний рас-
сматриваемой системы.

наличие устойчивых состояний в модельном решении позволяет ставить зада-
чу прогноза развития техногенной сейсмической активности и разработки техно-
логий направленного воздействия на сейсмический режим. Целью дальнейшего 
исследования является определение минимального значения воздействия, кото-
рое может изменить состояние системы (например, перевести из состояния пери-
одического повторения срывов в хаотическое состояние), описываемой уравнени-
ем rate-and-state. 

Рис. 5. Влияние жесткости системы (а) и скорости на бесконечности (б) на вариации сдвигово-
го напряжения для τ* = 5мпа
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