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Классическая задача об образовании кратера на поверхности полупростран-
ства анализируется методами численного моделирования для случая «реальных» 
уравнений состояния (УС) Тиллотсона и ANEOS. Выбрана простейшая модель 
прочности – сухое трение, ограниченное переходом от хрупкого к пластическо-
му пределу прочности с уменьшением прочности при повышенных температу-
рах. Показано, что такая модель прочности разрушает традиционный подход к 
построению законов подобия, требуя построения более сложной зависимости от 
скорости удара.

Введение

Законы подобия (англ. – scaling laws) играют важное значение при решении ши-
рокого круга задач, связанных с образованием ударных кратеров на поверхности 
планетных тел Солнечной системы. В зависимости от орбиты, массы и размеров 
планетного тела скорость ударов астероидов и ядер комет и ускорение свободного 
падения на поверхности тела-мишени изменяются в широких пределах. Посколь-
ку дарные кратеры, появляющиеся на поверхности с определенной частотой, не-
сут важную информацию о возрасте планетных тел, сравнение размеров кратеров, 
образованных с различными скоростями на поверхностях с различной силой тяже-
сти, является одной из важнейших проблем практической планетологии. Напри-
мер, чтобы перенести хронологию лунных кратеров на Марс, необходимо учесть 
большую силу тяготения на поверхности и примерно вдвое меньшую среднюю ско-
рость ударов на Марсе по сравнению с Луной [Ivanov, 2001].

Широко применяемые, в настоящее время, законы подобия, основаны на лабо-
раторных опытах при скоростях удара до 7 км/с и ускорении свободного падения 
от почти нулевых до 500 g (достигаемых с помощью центрифуги; g = 9.81 м/с2) 
[Schmidt and Housen, 1987; Holsapple and Schmidt, 1979; Ivanov and Hartmann, 2007]. 
Развитие численного моделирования ударных процессов позволяет расширить диа-
пазон скоростей удара, но при этом свойства вещества при ударном кратерообразо-
вании могут меняться при прохождении ударной волны и больших перемещениях 
вещества. Это может усложнить законы подобия, основанные на низкоскоростных 
экспериментальных данных.

В данной публикации приводятся промежуточные результаты, проводимого в 
ИДГ РАН исследования, законов подобия. Ранее [Иванов, 2016] были опубликова-
ны результаты для законов подобия при одномерном ударе. В данной работе при-
водятся результаты по зависимости законов подобия образования ударных крате-
ров в мишени с сухим трением.
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Постановка задачи

Известно, что хорошим приближением для моделирования ударных и взрывных 
кратеров в горных породах является модель сухого трения. Такие модели довольно 
точно описывают лабораторные кратеры в сухом песке и в лунном реголите [Prieur 
et al., 2017]. В данной работе изучается влияние уменьшения коэффициента трения 
при нагреве материала мишени в процессе образования кратера. Нагрев вещества 
в ударном процессе складывается из двух основных составляющих – нагрев при 
прохождении ударной волны (цикл ударная нагрузка – изэнтропическая разгруз-
ка) и пластическая работа против сил прочности при сдвиговом деформировании. 
Оба процесса достаточно точно описываются в используемой программе SALEB 
[Ivanov and Pierazzo, 2011].

Зависимость прочности и сухого трения с температурой оценивается по опубли-
кованным данным трехосного испытания пород при высоких давлениях и темпе-
ратурах. Используемая модель опубликована ранее [Collins et al., 2004]. Вслед за 
работой [O’Keefe and Ahrens, 1993] предполагается, что при температуре солиду-
са трение в горных породах падает до нуля из-за появления частичного расплава. 
В данной работе использовано уравнение состояния для гранита, дунита и базаль-
та, ранее проверенное в работе [Ivanov et al., 2010].

Методом численного моделирования изучалось образование кратера в среде без 
сцепления в постоянном вертикальном поле тяготения при вертикальном ударе со 
скоростями от 5 до 30 км/с, что покрывает диапазон средних скоростей удара для 
различных планетных тел – от астероидов главного пояса до Меркурия. На Земле 
и Луне средняя скорость удара составляет 18–20 км/с.

Законы подобия при образовании ударных кратеров

Удары с низкой и с высокой скоростью приводят к образованию очень похожих 
по форме кратеров, однако параметры ударных волн в ближней зоне существенно 
различаются [Ferriere et al., 2008]. Общепринятые в настоящее время законы подо-
бия [Schmidt and Housen, 1987; Holsapple and Schmidt, 1979] записываются через 
безразмерные пи-параметры: 

π2 = (1.61gDp)/U2; πD = D (ρ/m)1/3; πd = d (ρ/m)1/3; πV = V (ρ/m) (1)

где m, U и Dp – масса, скорость и диаметр ударника, соответственно, D, d и V – диа-
метр, глубина и объем кратера (в данном контексте – переходного кратера), ρ – плот-
ность материала мишени, g – ускорение свободного падения.

Если материал мишени не обладает сцеплением, зависимость размеров кратера 
от параметров ударника и свойств мишени выражается в виде простых степенных 
соотношений между величинами πD, πd, πV и π2 . Например, для диаметра переход-
ного кратера в сухом песке 

πD = KD π2
-α,  (2)

где коэффициент KD и показатель степени α определяются методом наименьших ква-
дратов путем подгонки уравнения 2 под экспериментальные или расчетные данные. 

Исследования показали, что для материала мишени с сухим трением показа-
тель α равен примерно 0.17, в то время как для материалов с малым сцеплением, 
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но без трения, в гравитационном режиме показатель α равен примерно 0.22, что 
почти совпадает со случаем мишени без трения (так называемый «гидродинами-
ческий» предел тяжелой жидкости (см. обзор [Ivanov and Hartmann, 2007]). При 
постоянном размере ударника в данном подходе зависимость механической эф-
фективности (диаметр, глубина, и объем переходного кратера) от скорости удар-
ника будет несколько меньше, чем следует из простого энергетического подобия. 
Причины этого выяснены довольно полно – с ростом скорости удара растут по-
тери на необратимый нагрев материала в ударной волне. При высоких скоростях 
удара большую роль играет также импульс отдачи выбрасываемого материала (см. 
предыдущую работу данного цикла [Иванов, 2016]). Для наглядности можно по-
казать, что в гравитационном режиме образования кратера (работа против силы 
тяжести много больше работы против сцепления материала) диаметр переходно-
го кратера с ростом скорости удара U и/или диаметра ударника Dp возрастает как

– для мишени без трения:

D ~ Dp
0.78 U0.44 g–0.22 (3)

– для мишени с трением:

D ~ Dp0.83 U0.34 g–0.17 (4)

Аналогичные соотношения в форме (2) или (3) можно записать для глубины и 
диаметра переходного кратера.

Моделирование образования ударных кратеров

Основные детали процедуры численного моделирования были опубликованы ра-
нее [Ivanov and Pierazzo, 2011; Collins et al., 2004; Ivanov et al., 2010]. Целью данной 
работы является исследование влияния скорости ударника на эффективность кра-
терообразования (то есть – на размеры переходного кратера) в мишени, материал 
которой ведет себя как сыпучая среда с сухим трением с постоянным трением f, за-
висящим только от температуры. Предполагается, что с приближением к темпера-
туре плавления (температуры солидуса для полиминеральных горных пород), Tm  – 
прочность вещества стремится к нулю. Сама температура плавления увеличивается с 
давлением. В качестве модельного описания уменьшения прочности с температурой 
выбран формализм, описанный в работе [Ohnaka, 1995]. В компьютерной програм-
ме в каждой ячейке вычисляются давление p, температура T и температура плавле-
ния Tm(p), возрастающая с давлением (рис. 1, А). По стандартной модели [Collins et 
al., 2004] вычисляется прочность вещества Ts, пропорциональная (для разрушенно-
го материала) давлению с коэффициентом трения f(p). Эта величина «обрезается» 
предельным пластическим значением прочности при давлениях выше ~ 1–2 ГПа. 
Подученная величина прочности умножается на понижающий коэффициент ktemp:

ktemp = tanh(k*(Tm/T-1)) (5)

где tanh – функция гиперболического тангенса, а коэффициент пропорциональ-
ности k выбирается путем подгонки по экспериментальным данным [Ohnaka, 
1995; Stesky et al., 1974]. Для типичных горных пород (гранит, базальт, дунит) 
коэффициент k имеет величину от 1 до 2. На рис. 1 показан пример зависимости 
прочности от давления и температуры для хорошо изученного гранита Вестерли.
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Рис. 1. Зависимость сдвиговой прочности от давления (А) и температуры (Б) для гранита Вестер-
ли (Tm = 1500 K, k = 1.5 в уравнении 5 – сплошная кривая) и экспериментальные данные [Ohnaka, 

1995; Stesky et al., 1974]

Рис. 2. Зависимость от масштаба π2 безраз-
мерного диаметра кратера πd. 

Скорости вертикального удара составляли: 
5 км/с (1 – сферические ударники, 2 – эл-
липтические ударники с высотой, равной 
радиусу); 20 км/с (уравнение состояния 3 – 
кварцит, 4 – CaO); 30 км/с (CaO, 5 – трение 
0.6, 6 – трение 0.4). См. пояснения в тексте. 
Верхняя горизонтальная шкала дает пред-
ставление о размерах лунных кратеров, со-
ответствующих модельным вариантам

Исходный (при низких температурах и давлениях) коэффициент трения варьиро-
вался в пределах 0.4 до 0.6, скорости ударника – от 5 до 30 км/с. Ударник и мишень 
моделировались одним и тем же материалом. 

Размеры переходного кратера определялись по максимально достигаемым глу-
бине и объему ниже исходного уровня поверхности мишени. Диаметр переходно-
го кратера определялся в момент изменения направления скорости на краю кратера 
с положительного (выброс) на отрицательный (начало медленного сползания ма-
териала с бортов вниз). Результаты моделирования пересчитываются в безразмер-
ные пи-величины (1). Рассмотрим полученные результаты для диаметра, глубины 
и объема переходных кратеров.

Диаметр. На рис. 2, в безразмерных координатах (1), показана зависимость от 
масштаба приведенного диаметра переходного кратера. Верхняя наклонная линия 
отвечает диаметру переходного кратера в среде с уравнением состояния горной 
породы, но без прочности, называемой иногда «гидродинамическим предельным 
случаем». В данной работе мы предпочитаем термин «закон подобия для непори-
стой среды без прочности» (или NPS – non-porous scaling). Здесь же показаны за-
висимости, полученные в последние 20 лет для сухого песка (при скоростях удара 
до 7 км/с) и для мишеней без прочности (см. обзор [Ivanov and Hartmann, 2007]). 
Видно, что наши данные для малой (5 км/с) скорости удара расположены (линия 1
на рис. 2) параллельно зависимости для сухого песка, но несколько выше. Эта раз-



29

ница отражает влияние начальной пористости песка, не описываемой использован-
ной нами моделью. Достаточно неожиданным результатом явилось существенное 
повышение эффективности удара (бóльший кратер при том же ударнике) при ско-
рости удара 10 км/с (точки 4 и 5 на рис. 2). Эти точки проходят выше линии 1 и 
при достаточно больших ударниках выходят на кривую для мишени без прочно-
сти (сплошная линия NPS). Причем для скорости удара 30 км/с это происходит 
при меньших масштабах удара π2 ~ 710–5 (вертикальный пунктир А на рис. 2), чем 
при скорости 20 км/с (π2 ~ 510–4, вертикальный пунктир В на рис. 2). Поведение за-
висимостей для ударов с высокой пористостью при π2 ~ 110-6 еще предстоит уточ-
нить, так как пространственное разрешение расчетной сетки с приемлемым числом 
точек на радиус ударника >20 препятствует расчету очень большого (по отношению 
к размеру ударника) кратера при разумном размере сетки (порядка 1000×1000 яче-
ек). Можно предположить, что высокоскоростная зависимость приблизится к низ-
коскоростной при уменьшении π2.

Глубина. На рис. 3 приведены данные для глубины переходных кратеров, пока-
занных на рис. 2. Как и для диаметра переходного кратера, данные моделирования 
для глубины показывают, что в мишенях с сухим трением с ростом скорости уда-
ра с ростом π2 (то есть, с ростом диаметра ударника при одинаковой скорости уда-
ра) зависимость  πD (π2) отходит от классической низкоскоростной зависимости для 
сухого песка и, с ростом диметра ударника при скоростях удара 20–30 км/с, стре-
мится к предельной зависимости для мишени без прочности (NPS на рис. 3). Срав-
нивая пи-зависимости для диаметра и глубины переходного кратера, отметим, что 
выход на предельную зависимость (NPS) для глубины происходит при бóльших 
значениях π2. Это означает, что форма переходного кратера слегка изменяется с 
ростом масштаба удара.

Объем. На рис. 4 показано изменение приведенного объема переходного крате-
ра с ростом π2, повторяющее поведение глубины и диаметра: близость к низкоско-
ростной зависимости при малых масштабах удара π2 и выход на предельную зави-
симость для мишени без прочности при больших π2.

Обсуждение результатов

Моделирование показало (см. рисунки 2, 3 и 4), что с ростом скорости удара в 
мишень, прочность которой прямо пропорциональна давлению (сухое трение), про-
стое подобие в приведенных координатах (1) нарушается. С увеличением скорости 
удара зависимости от масштаба удара π2 отходят от закона подобия для сухого пе-
ска и стремятся с ростом π2 к закону подобия для мишени без прочности. Посколь-
ку в нашей модели пористость отсутствует, этот эффект, возможно, объясняется 
классическим уменьшением прочности с температурой (thermal softening), пред-
сказанного в [O’Keefe and Ahrens, 1993] для материалов с постоянным пределом 
прочности и наличием предельной пластической сдвиговой прочности (рис. 1, А). 
Порядок максимальных давлений в ударной волне для кратеров различного мас-
штаба иллюстрируется на рис. 5. 

Первое, что надо отметить – это возрастание давления ударного сжатия pd на 
уровне будущего дна переходного кратера. Если при скорости удара 5 км/с pd = 
3.5 ГПа, то при U = 20 км/с это давление возрастает до 18 ГПа, а при U = 30 км/с – 
до 45 ГПа, что близко давлению плавления при разгрузке. Переходной кратер рас-
тет в глубину за счет вдавливания материала мишени вниз с одновременным
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Рис. 3. Приведенные глубины модельных 
кратеров (пояснения к легенде см. на рис. 2)

Рис. 4. Приведенные объемы модельных 
кратеров (пояснения к легенде см. на рис. 
2). Зависимость 1 проведена по точкам для 
скорости удара 5 км/с, зависимость 2 – для 
20 км/с, и зависимость 3 – для 30 км/с. За-
висимость 4 построена для мишеней без 
прочности (NPS). Для сравнения показана 

зависимость для воды

Рис. 5. Сравнение изобар ударного сжатия (обращённые вниз кривые, близкие к полусферам) 
при скоростях удара 5 км/с (А), 20 км/с (Б), и 30 км/с (В) для близких значений масштаба уда-
ра π2 от (7–10)∙10-5. Жирной кривой показана изобара 10 ГПа. Ниже контура кратера серым то-
ном показан избыточный нагрев материала мишени за счет работы против сил трения (шка-
ла серого цвета от 0 до 300 K). Около левой оси показано максимальное давление в ударной 
волне на уровне будущего дна переходного кратера (А – 3.5 ГПа, Б – 18 ГПа, В – 45 ГПа). 

Линейный масштаб нормирован на радиус переходного кратера по исходной поверхности

выбросом через поверхность. С ростом ударного давления в пределах кратера тем-
пература вещества, выдавливаемого на периферию, растет, что вызывает умень-
шение эффективной прочности (рис. 1). Мы предполагаем, что увеличение нагре-
ва вещества в центре кратера приводит к уменьшению эффективной прочности и 
к росту эффективности экскавации с ростом скорости удара.  

При больших величинах π2 (более 10–4–10–3 — см. рисунки 2–4) нагрев веще-
ства ударной волной за счет неадиабатического сжатия и работы против сил проч-
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ности (трения) настолько уменьшают прочность вещества мишени, что эффектив-
ность механического кратерообразования стремится к зависимости для мишени 
без прочности (NPS). 

Как видно из верхней шкалы на рис. 2, при средней скорости удара по Луне 
~20 км/с все кратеры диаметром от 1 до 100 км оказываются в переходной обла-
сти приведенных зависимостей диаметра, глубины и объема кратеров от масштаба 
удара π2. В рамках использованной нами модели для каждой скорости удара нуж-
но применять свой закон подобия, что требует уточнения применяемых в настоя-
щее время формул для пересчета диаметров кратеров в диаметры ударников при 
заданной скорости. 

Лунный кратер диаметром порядка 1000 км (например – бассейн моря Восточно-
го) при U = 20 км/с соответствует π2 ~ 10–3. Для этого значения π2 при высоких ско-
ростях удара в 2.5–4 раза выше, чем при ударе со скоростью 5 км/с. При еще боль-
ших значениях π2 все зависимости начинают сближаться, так как для очень больших 
ударов главную роль в ограничении размеров переходных кратеров играет работа 
против силы тяжести. К тому же, в этом диапазоне масштаба переходной кратер 
не является устойчивым – происходит обрушение переходного кратера (почти как 
полости в воде) с образованием уплощенных ударных многокольцевых бассейнов 
[Ivanov et al., 2010]. Поэтому наиболее интересным является диапазон малых зна-
чений π2, в особенности – диапазон, где зависимости для ударов с большой скоро-
стью только начинают отклоняться от низкоскоростного закона подобия. Этот ди-
апазон представляется весьма интересным для дальнейшего изучения.

Заключение

В предыдущей публикации о законах подобия при высокоскоростном уда-
ре [Иванов, 2016] мы показали, как скорость плоского ударника влияет на ме-
ханическую эффективность удара – в одномерном случае это была излучаемая 
на бесконечность ударная волна. В данной публикации мы рассмотрели влияние 
скорости удара на эффективность ударного кратерообразования, и снова обна-
ружили существенное отличие законов подобия при «медленных» и «быстрых» 
ударах – теперь за счет нелинейного изменения прочности вещества при росте 
скорости удара. Если, в одномерном случае обобщение результатов было доволь-
но простым [Иванов, 2016], в случае ударного кратерообразования такое обобще-
ние еще не найдено и, видимо, потребует расширенного параметрического иссле-
дования в будущем.

Исследования выполнены при поддержке Программы фундаментальных на-
учных исследований Президиума  РАН I.9П  «Ударные кратеры на Луне, плане-
тах и астероидах»» (проект № 0146-2015-0006).
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