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Процессы перехода горных пород перед землетрясениями из ненарушенного состояния в состояние 
динамического разрушения, в условиях ограниченности объема очаговой зоны и сжатия на больших 
глубинах, происходят замедленно. Такое замедление может быть использовано в прогностических 
целях. В настоящей статье приведены результаты математического и компьютерного моделирования 
динамических и квазистатических процессов в очаговых зонах землетрясений. Исследовано 
движение упругой среды при внезапном возникновении разрыва вдоль конечной полосы в условиях 
продольного сдвига с учетом контактного вязкого трения. Использование точного решения этой 
задачи, построенного методом суперпозиции, удобно для первых вступлений отраженных волн и 
затруднено при многократных отражениях. В связи с этим в данной работе применен другой подход, 
заключающийся в сведении краевой задачи к интегральному уравнению Фредгольма 2-го рода в 
изображениях, решение которого при определенных условиях позволяет получить параметры 
движения среды в произвольный момент времени. Этими условиями является достаточно большая 
величина эффективной вязкости на разрыве, когда реализуется квазистатический нестационарный 
процесс. Применив метод решения интегральных уравнений в изображениях, который использует 
формулу Гильберта-Шмидта для резольвентного ядра и разложение нормируемого симметричного 
ядра в билинейный ряд по собственным функциям, получено решение квазистатического 
интегрального уравнения в изображениях. Далее, обращением решения в изображениях, получено 
решение в оригинале. Из условий близости приближенного (квазистатического) решения и общего 
(динамического) решения соответствующего интегрального уравнения, получена оценка нижней 
границы эффективной вязкости на разрыве для перехода от решения динамической нестационарной 
задачи к решению квазистатической нестационарной задачи. Исследовано соответствие полученного 
условия квазистатичности процессов имеющимся экспериментальным лабораторным и 
геофизическим данным. С помощью аналитических методов совместно с численным счетом 
получены графики квазистатических нестационарных смещений берегов разрыва и коэффициента 
интенсивности напряжений на его концах, зависящие от фоновых напряжений, эффективной 
вязкости на разрыве, координат и времени. Получено общее решение квазистатической задачи для 
смещений и скоростей смещений берегов разрыва в виде статической поверхности в нормированной 
системе координат. Получено общее решение квазистатической задачи для коэффициента 
интенсивности касательных напряжений на концах разрыва в нормированных координатах.

Ключевые слова: математическое моделирование, нестационарный процесс, вязкий разрыв, 
скорость смещений, концентрация напряжений. 
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Введение
В различных геосферах Земли, включая её твердые, жидкие и газообразные оболочки, происходят 

сложные динамические и квазистатические процессы, исследованию которых в настоящее время 
уделяется большое внимание, что связано с необходимостью прогнозирования природных явлений 
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и тенденций на нашей планете. Среди этих исследований важное место занимают изучение 
нестационарных процессов в очаговых зонах землетрясений, расчеты вертикальных и горизонтальных 
движений земной поверхности, изучение динамики блочных структур и разломов [Кочарян и др., 2014; 
Павлов и др., 2013; Кузьмин, 2013], которые являются мощными источниками возмущений в литосфере 
[Moore, Lockner, 2013], контролирующих миграцию сейсмической активности, фильтрацию флюидов 
и разрушение горных пород. Эти исследования актуальны и в динамике литосферно – ионосферных 
взаимодействий [Бондур, Смирнов, 2005], связанных с откликом ионосферы на динамические и 
квазистатические процессы в очаговых зонах земной коры, предваряющие и сопровождающие 
разрушительные землетрясения.

Очаги тектонических землетрясений располагаются на больших глубинах и не доступны 
непосредственным наблюдениям. В связи с этим в исследованиях большую роль играют методы 
математического и компьютерного моделирования процессов в очаговых зонах [Kim et al., 2019; 
Kim, Shpadi, 2019]. Аналитические решения, получаемые в механике разрушения и в механике очага 
тектонического землетрясения, обычно имеют сложный вид, который затруднительно использовать 
в инженерных расчетах и приложениях, а имеющиеся оценки сделаны в основном для процессов в 
дальней зоне от источника. Между тем, например, при изучении литосферно-ионосферных связей, 
используемых для прогноза землетрясений, необходимы данные о кинематике и динамике в ближней 
очаговой зоне. Эти данные необходимы для оценки электрокинетических процессов, вариаций 
геомагнитного, гравитационного и других геофизических полей в периоды сейсмической активизации 
[Ким, 2011; Ким и др., 2014; Khachikyan et al., 2016; Ким и др., 2020]. В настоящей статье обращается 
внимание именно на модельное изучение и представление нестационарных процессов в ближней 
очаговой зоне землетрясения. 
Математическая модель и решение краевой задачи

В упругом изотропном предварительно напряженном пространстве, находящемся в условиях 
продольного сдвига, мгновенно возникает разрыв вдоль конечной полосы. Предполагается, что 
плоскость разрыва совпадает с плоскостью максимальных касательных напряжений, а сам разрыв 
представляет собой «жидкую фазу» [Костров, 1975] или «некомпетентный слой» [Ержанов и др., 1975]. 
В этих условиях взаимодействие берегов разрыва описано законом вязкого трения, когда напряжения 
на разрыве пропорциональны скорости взаимного движения его берегов.

На рис. 1 указано расположение разрыва в предварительно напряженной среде в условиях 
антиплоской деформации с безразмерными параметрами.

Рис. 1. Расположение разрыва в 
предварительно напряженной среде 

Здесь в безразмерной форме: 0
xzτ  и 0

yzτ  – компоненты тензора напряжений исходного состояния 
упругой среды; η – эффективная вязкость на разрыве; q  – фоновые напряжения; x, y – декартовы 

координаты; t – время; yz
∗τ  – напряжения на разрыве при y = 0, –1 < x < 1; a(xt) – взаимные смещения 

берегов разрыва.
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Постановка начально-краевой задачи

Суперпозицией соответствующего решения 0
pw  статической задачи и искомого решения pw   

динамической задачи напряжения pq  на бесконечности приводятся к напряжениям на разрыве, а 
рассматриваемая задача – к решению краевой, которая в безразмерной форме имеет вид:

2 2 2

2 2 2

w w w
x y t

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂  

Начальные условия при 0t ≤  для 0y >  и 0y <  :

0, 0ww t
t

∂
= = ≤
∂

Условия на линии 0y = .
На разрыве заданы мгновенно меняющиеся при 0t =  контактные условия:

0, 0

, 0 , 0, 1 1

0, 0

yz

yz

if t
a q if t y x
t

a if t

τ = < 
∂ τ = η − > = − < <∂ 

= = 

При y = 0, x > 1 и x < -1 за пределами разрыва, рассматриваемая среда сохраняет состояние сплошности 
и условие непрерывности перемещений 

a = 0, при x > 1 и x < -1

Размерные величины связаны с безразмерными параметрами соотношениями:

1 0 0, , , ,p p
p p p p p p p

q y Ltw w w w q q t
b b

µη
= + = = µ = η =

µ
,

( , , , ) ( , , , )p p p px y w a L x y w a=

Здесь размерные величины: 1
pw  – перемещения среды; ,p px y  – декартовы координаты; pt  – время; pw  

– смещения среды относительно исходного 0
pw  состояния; pa  – взаимные смещения берегов разрыва; 

,p p
xz yzτ τ  – компоненты тензора напряжений, pq  – фоновые сдвиговые напряжения; pη  – коэффициент 

эффективной вязкости на разрыве, µ – модуль сдвига упругой среды, 2L – ширина разрыва, b – скорость 
поперечных волн. 

В силу четности функции перемещений w(x, y, t) по x и нечетности по y достаточно рассмотреть 
четверть пространства x > 0, y > 0. 
Приведение начально-краевой задачи к интегральному уравнению типа Фредгольма второго рода 

Применив к волновому уравнению (1) преобразование Лапласа по времени t с параметром p и косинус-
преобразование Фурье по координате x с параметром s, учитывая начальные условия (2), получим 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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уравнение в изображениях, общее решение которого с учетом нулевых условий на бесконечности 
запишем в виде

2 2

1( , , ) ( , ) s p yw s y p C s p e− +=

Из граничных условий (3)–(4), учитывая (6) получим парную систему интегральных уравнений 

2 2

0

0

2 ( , ) cos( ) , 1
2

( , ) cos( ) 0, 1

qs p p C s p sx ds x
p

C s p sx ds x

∞

∞

π + + η = <   

= ≥ 

∫

∫

Из второго уравнения системы (7) с учетом (6) получим представление

( , ) ( , , ) cos( )C s p w p s d= ξ ξ ξ∫
1

0

0

Учитывая асимптотику на конце разрыва, известную из теории разрушения [Костров, Никитин, 1970], 
[Нобл, 1962]

2 1/ 2( ,0, ) ~ (1 ) , 1, 1w x p x x x− → <
,

представим, что функцию w(x, 0, p) в виде [Мартынюк, 1975]

1

2 2

( , )( ,0, )
x

pw x p d
x

β ψ β
= β

β −
∫

Тогда из первого уравнения системы (7) с учетом (9), после вычисления соответствующих интегралов, 
получим интегральное уравнение типа Фредгольма 2-го рода в изображениях 

1

0

( , ) ( , , ) ( , ) , 0 1qp K p p d
p

ψ β + β γ ψ γ γ = β < β <∫ ,

где ядро ( , , )K pβ γ  имеет вид

0 0
0

2( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( )K p pk k p s p J s J s ds
∞

β γ = η Κ + βγ θ β γ +
π ∫

2
0 0 0 0( ) ( )

2 2 2 2 2
p p p pp I K H I K Hβγ  β γ γ β        + γ −β + β− γ        

         

( ) ( )

5

3
2 2 2 2

2( , ) ,
4

ps p k
s s p s p

βγ
θ = =

β+ γ+ + +

Здесь 0 0 0( ), ( ), ( ), ( ), ( )J K I HΚ ξ ξ ξ ξ ξ  – полный эллиптический интеграл 1-го рода, функция Бесселя 
нулевого порядка, функция Макдональда нулевого порядка, модифицированная функция Бесселя 
нулевого порядка и функция Хэвисайда от аргумента ξ, соответственно.

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Представление смещений через решение интегрального уравнения
Из соотношений (6), (8) и (9), используя обратные интегральные преобразования, теорему о свертке  

и свойства бесселевых функций [Ватсон, 1949; Диткин, Прудников, 1974], получим решение задачи в 
перемещениях, выраженное через решение интегрального уравнения

1

1 2 2

( , )( , , ) ( , , )
x

tw x y t h d y w x y t
x

∗βψ β
= β− ⋅

β −
∫ ,

где 1 (1 )h H x= − , 
( )2 2 11*

02 2
0 0

( , , ) cos( ) ( ) ( , ) ( )
t

y

I s y
w x y t s sx ds H y d t I s d

y

∞ τ −
= τ − τ βψ β − τ β β

τ −
∫ ∫ ∫

 

Из общей формулы (12), при y = 0, получим закон движения берегов разрыва, выраженный через 
решение ψ(βt) интегрального уравнения

1

1

2 2
( , ) ( ,0, ( , ))

x

t x h d
x

x t tβ
ψ = ψ =

ψ β
β

β −
∫

Коэффициент интенсивности напряжений на концах разрыва
Определим связь между коэффициентом интенсивности напряжений на конце разрыва и решением 

интегрального уравнения. Из (6) следует

2 2

0

2( ,0, ) ( , ) cos( )yz x p s p C s p sx ds
∞

τ = +
π ∫

Из (14) следует

1 1
0 0

( ,0, ) (1, ) ( ) cos( ) (1, ) ( , ) ( ) cos( )yz x p p J s sx ds p g s p J s sx ds
∞ ∞

τ = ϕ +ϕ −∫ ∫

12 2

1
0 0

( , ) ( ) cos( )
s p

ds p J s sx d
s

∞ +
′− ϕ β β β β∫ ∫

где
2 2 2

( , ) 1; ( , ) ( , )
s p p

g s p p p
s

+ + η
= − ψ β = βϕ β

В правой части (15) особенность дает лишь первый интеграл при x → 1 и x > 1 с учетом (16) можно 
записать в изображениях асимптотическую формулу

( )( ,0, ) , 1, 1
2 ( 1)

III
yz

K px p x x
x

τ ≅ → >
π −

откуда коэффициент интенсивности напряжений ( )IIIK t  в оригинале принимает вид 

( ) (1, )IIIK t t= πψ

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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Решение статического аналога задачи для конечного разрыва
Из (10)–(11) с учетом (12) при p → 0 получим решение статического аналога задачи в перемещениях 

 
2 2 2 2 2 2 21( , ) 1 ( 1) 4

2cw x y q y y x y x x y = − + − + + − + +  

Полученный результат согласуется с решениями, приведенными в работах [Sih, 1965; Качанов, 
1974]. В частности, перемещение берегов опишется формулой

2( ,0) 1 , 1cw x q x x= − <

Нестационарные процессы в напряженной среде при больших контактных 
взаимодействиях на вязком разрыве

Решение интегрального уравнения в изображениях для квазистатического процесса 
Квазистатическое приближение рассматриваемой нестационарной задачи имеет вид 

1

0

( ) ( , ) ( , ) ( , ), 0 1p K p d f pψ β, −λ β γ ψ γ γ = β < β <∫

22( , ) K( ), , , ( , ) qK k k k p f p
p

βγ
β γ = = λ = −η β = β

π β+ γ

Применив метод решения интегральных уравнений в изображениях [Ким, 2006; Ким, 2017], который 
использует формулу Гильберта-Шмидта для резольвентного ядра [Интегральные…, 1968] и разложение 
нормируемого симметричного ядра в билинейный ряд по собственным функциям, получим решение 
интегрального уравнения (18) в изображениях

1

0

( )( , ) ( , ) ( ) ( , )k
k

k k

p f p f p dψ β
ψ β = β + λ ψ ξ ξ ξ

λ −λ∑ ∫

Здесь ( )kψ ξ  и kλ  – собственные функции и соответствующие им характеристические значения 
[Михлин, Смолицкий, 1965] интегрального уравнения (18) с ядром ( , )K β γ  (19).

Обращением правой части (20) по Лапласу получим квазистатическое решение интегрального 
уравнения (18) в оригинале

1

0

( , ) ( ) ( )
k t

k k
k

t q q e d
λ

−
ηψ β = β − ψ β ξψ ξ ξ∑ ∫

Представление параметров нестационарного процесса в зоне разрыва через квазистатическое 
решение интегрального уравнения

Смещения на разрыве получены в виде

1 1
2

2 2
1 0

( )( , ) 1 , ( )
ntN

n
n n n

n x

w x t q x q d e d d d
x

λ
−
η

=

βψ β
= − − β = ψ ξ ξ ξ

β −
∑ ∫ ∫

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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Скорости смещений на разрыве равны

1

2 2
1

( )( , )( , )
ntN

n
n

n x

w x t qV x t d e d
t x

λ
−
η

=

βψ β∂
= = β

∂ η β −
∑ ∫

Концентрация напряжений на конце разрыва описывается формулой [Слепян, 1981] 

( )( ,0, ) , 1, 1
2 ( 1)

III
yz

K tx t x x
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τ = > →
π −

Коэффициент интенсивности напряжений равен
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Общее решение квазистатической задачи для смещений на разрыве в нормированных координатах 
Нормированные смещения w* на разрыве равны

1
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Нормированные скорости смещений V* на разрыве равны
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Общее решение квазистатической задачи для коэффициента интенсивности напряжений на концах 
разрыва в нормированных координатах 

Нормированный коэффициент интенсивности напряжений   в вершине разрыва равен

1

1( ) ( ) 1 (1) ,n

N

III III n nt
n

tK K t d e
q

−λ τ∗
=ητ

=

 τ = = π − ψ τ =  η 
∑

Нижняя граница коэффициента эффективной вязкости для перехода  
от динамической задачи к квазистатической задаче

При увеличении эффективной вязкости η на разрыве возрастает влияние первой квазистатической 

части ( , , )qstatK pβ γ  ядра (11) на решение общего интегрального уравнения (10), где

2( , , ) K( )qstatK p pk kβ γ = η
π

По достижении достаточно большой величины эффективной вязкости на разрыве η > ηB динамический 
процесс переходит в квазистатический процесс. 

Оценим величину нижней границы ηB эффективной вязкости на разрыве, когда реализуется 
нестационарный квазистатический процесс. Для перехода от динамической задачи к квазистатической 
задаче необходимо выполнение условия 

η > ηB

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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Параметр ηB находится из соотношения 

( )m B Bε η = ε , при условии εB << 1, где

( ) ( )
B

m B m η=η
ε η = ε η ,

{ }( ) max ( , )m p
pε η = ε η ,

( , , ) ( , , ) ( , , )1( , )
( , )( , , )

qstat h

qstat

K p K p K p
p

KK p

β γ − β γ β γ
ε η = =

η β γβ γ

22 2( , , ) K( ), ( , ) K( ),qstatK p pk k K k k k βγ
β γ = η β γ = =

π π β+ γ
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∞

+ βγ θ β γ∫

Вычислительная формула для нормы функции F(x, y), заданной в квадрате 0 < x, y < 1, имеет вид:

1/21 1
2

0 0

( , ) ( , )F x y dy F x y dx
 

=  
 
∫ ∫

Учитывая (34), представим ε(η, p) в виде

( , , )1( , ) ( ), ( )
( , )

h
K K

K p
p f p f p

K
β γ

ε η = =
η β γ

Оценка нижней границы эффективной вязкости для квазистатичности нестационарного процесса 
Задача нахождения функции εm(η) свелась к определению максимума функции fK(p). На рис. 2 

приведен график функции fK(p) .
Как это следует из графика, представленного на рис. 2,

1max ( )
2Kp

f p =
откуда

1 0.5 1( ) max ( , ) max ( )
2m Kp p

p f pε η = ε η = ⋅ = =
η η η

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
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Соответствие полученного условия квазистатичности имеющимся данным лабораторных 
экспериментов и геофизических наблюдений

В лабораторных квазистатических экспериментах при моделировании сдвиговой разломной зоны 
вязкость материала сдвиговой зоны бралась равной ηr= 107 Па·c, при ширине hr= 0.04÷0.07 м [Борняков, 
Семинский, 1991]. В этом случае для эффективной вязкости разломной зоны имеет место оценка

8~ 10eff r
r

rh
η

η =

 

Па·c/м,

что соответствует по порядку нижней границе eff
Bη  эффективной вязкости (42) на разломе для 

квазистатичности процессов в эксперименте.

Если разломная зона сдвига имеет ширину 30–40 км и вязкость 18 1910 10rη = ÷  Па·c [Дядьков и др., 
2006], то эффективная вязкость разломной зоны равна

18
13

4

10 2.5 10
4 10

eff effr
r B

rh
η

η = ≥ = ⋅ > η
⋅

 

Па·c/м

В зонах разломов, где присутствуют флюиды, величина вязкости будет на один-два порядка ниже 
[Курскеев, 1990]. В этом случае для эффективной вязкости на разломе шириной до 40 км получим 
оценку 

16
11

4

10 2.5 10
4 10

eff effr
r B

rh
η

η = ≥ = ⋅ > η
⋅  

Па·c/м

Как это следует из оценок, в обоих случаях условие квазистатичности для разломных зон выполнено: 
eff eff
r Bη > η .

Для астеносферы при вязкости 194 10aη = ⋅  Па·c [Тёркот, Шуберт, 1985] и толщине 510ah =  м 
эффективная вязкость равна 

19
14

5

4 10 4 10
10

eff effa
a B

ah
η ⋅

η = = = ⋅ > η  Па·c/м

Условие квазистатичности для астеносферы выполнено: eff eff
a Bη > η  

Рис. 2. График функции  

При εm(η) = 0.01 , учитывая (24)–(25), получим 
параметр ηB

1 1 50
2 2 0.01B

B

η = = =
ε ⋅

,

что соответствует в размерной форме нижней 

границе eff
Bη  эффективной вязкости разломной 

зоны для квазистатичности нестационарного 
процесса 

10
83.3 10 50 4.72 10

3496
eff B
B b

µη ⋅ ⋅
η = = = ⋅

.
Па·c/м

(41)

(42)
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Поле ускорений на основе аналитического решения динамической задачи при внезапном возикновении 
разрыва и условие квазистатичности  

На рис. 3 приведено поле ускорений за фронтом цилиндрической волны, на основе аналитического 
решения задачи о внезапном возникновении полубесконечного разрыва [Ким, 2015], при возрастании 

эффективной вязкости eff
rη  на разрыве в момент времени равный 10 сек [Ким и др., 2016]

Рис. 3. Поле ускорений за фронтом цилиндрической волны: а) при 0, 0eff
rη = η = ; б) при 61, 9.44 10eff

rη = η = ⋅  Па·c/м;

в) при 710, 9.44 10eff
rη = η = ⋅  Па·c/м; г) при  850, 4.72 10eff

rη = η = ⋅  Па·c/м

Как показывают рисунки, с увеличением эффективной вязкости на разрыве возмущенная зона за 

фронтом цилиндрической волны постепенно сглаживается и при 8 9~ 10 10eff
Bη −  Па·c/м доминирующим 

становится квазистатическое распределение нестационарного процесса, что соответствует оценке (42) 
нижней границы эффективной вязкости на разрыве для квазистатичности нестационарного процесса.

Результаты компьютерной визуализации нестационарного процесса

Нестационарные смещения берегов разрыва  
На рис. 4 представлено общее решение квазистатической задачи для смещений на разрыве в виде 

статической поверхности (26) в безразмерных нормированных координатах при ориентациях осей 
координат в направлениях (а) и (б). 

Частное решение для смещений на разрыве в размерной форме, учитывая (22) и (5), дается формулой
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На рис. 5 представлено частное решение для смещений на разрыве на заданном промежутке времени 
при L = 104 м; b = 3.5·103 м/с; qp = 6·106 Па; μ = 3.3·1010; ηp = 109 Па·c/м; –L < xp < L.
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Скорость медленных смещений на разрыве
На рис. 6 представлено общее решение квазистатической задачи в виде поверхности для скоростей 

смещений на разрыве (27) в нормированной системе координат

Рис. 4. Общее решение квазистатической задачи для перемещений в нормированных координатах в виде статической 
поверхности в положении (а) и (б)

Рис. 5. Частное решение. Смещения на разрыве в размерной форме на промежутке времени 0 < tp < 6·102 с в положении 
(а) и (б)

Рис. 6. Общее решение квазистатической задачи в виде статической поверхности для скоростей смещений на разрыве в 
нормированной системе координат
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Скорость медленных смещений на разрыве в размерной форме, учитывая (23) и (5), дается формулой
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На рис. 7 представлено частное решение для скорости смещений на разрыве при 410L = с; 
33.5 10b = ⋅  м/с; 66 10pq = ⋅  Па; 103.3 10µ = ⋅  Па; 910pη =  Па·c/м; pL x L− < < . 

Рис. 7. Частное решение. Скорости смещений на разрыве в размерной форме на промежутке времени  60 < tp < 600 с в 
положении (а) и (б)

Рис. 8. Общее решение. Коэффициент интенсивности 

напряжений IIIK ∗  в нормированной системе координат

Концентрация напряжений в вершине разрыва 
Общее решение для коэффициента интенсивности касательных напряжений в вершине разрыва 

представлено в нормированных координатах (28) на рис. 8. Концентрация напряжений на конце 
разрыва в размерной форме, учитывая (24) и (5), даётся соотношением: 

( )
( ,0, ) , , ,

2 ( )

p
III pp

yz p p p p
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K t
x t x L x L

x L
τ ≅ → >

π −

где коэффициент интенсивности касательных 
напряжений в размерной форме, учитывая (25) 
и (5), имеет вид
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На рис. 9 представлены графики коэффициента 
интенсивности касательных напряжений в 
вершине разрыва для частных случаев (а) и (б). 
Рис. 9а соответствует параметрам: L = 104 м; 
b = 3500 м/с; qp = 6·106 Па; μ = 3.3·1010 Па; 
ηp = 109 Па·c/м; 0 < tp

 < 103 с.
Рис. 9б соответствует параметрам: L = 104 м; 

b = 3500 м/с; qp = 105 Па; μ = 3.3·1010 Па; 
ηp = 1010 Па·c/м; 0 < tp

 < 8·103 с.
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Обсуждение
Через естественные волноводы, которыми являются разломные зоны, механоэлектрические 

процессы в очаговых зонах, фазовые переходы в минералах, составляющих горные породы, вызывают 
вариации геофизических полей на земной поверхности, в атмосфере и ионосфере. В свою очередь эти 
вариации могут быть замечены современными наземными и спутниковыми наблюдениями. 

При постановке и решении нестационарных задач геомеханики, исходя из опыта и данных 
наблюдений, изначально принимается какая это задача (динамическая или квазистатическая) и в 
зависимости от этого применяется (разрабатывается) метод решения. После получения решения 
задачи (аналитического или численного) проводится исследование зависимости полученного решения 
от параметров задачи, причем границы изменения параметров произвольные и никак не связаны с 
выбором метода решения. Это обстоятельство вносит неопределенность в применение полученного 
математического решения задачи. 

В данной работе обращается внимание на это обстоятельство, когда при малых значениях 
эффективной вязкости на разрыве мы имеем дело с динамической задачей, а при больших значениях 
эффективной вязкости – с квазистатической. Из условий близости приближенного (квазистатического) 
решения и общего (динамического) решения соответствующего интегрального уравнения, получена 

оценка нижней границы эффективной вязкости на разрыве eff
Bη , когда динамическую задачу с вязким 

разрывом можно заменить квазистатической задачей и её решением. Подтверждено соответствие 
полученного условия квазистатичности имеющимся экспериментальным лабораторным и 
геофизическим данным.

Заключение
Разработана математическая модель динамических и квазистатических процессов в очаговых зонах 

землетрясений. Исследовано движение упругой среды при внезапном возникновении разрыва вдоль 
конечной полосы в условиях продольного сдвига с учетом контактного вязкого трения. Использование 
точного решения этой задачи, построенного методом суперпозиции, удобно для первых вступлений 
отраженных волн и затруднено при многократных отражениях. В связи с этим применен другой 
подход, заключающийся в сведении краевой задачи к интегральному уравнению Фредгольма 2-го рода 
в изображениях, решение которого позволяет получить параметры движения среды в произвольный 
момент времени. 

Рис. 9. Частные случаи для коэффициента интенсивности напряжений в вершине разрыва

а б
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На основании аналитического исследования интегрального уравнения в изображениях и результатов 
численного анализа получена оценка минимальной величины коэффициента эффективной вязкости 

eff
Bη   на разрыве для перехода от динамической нестационарной задачи к решению квазистатической 

нестационарной задачи.
С помощью аналитических методов совместно с численным счетом получены графики 

квазистатических нестационарных смещений берегов разрыва и коэффициента интенсивности 
напряжений на его концах, зависящие от фоновых напряжений, эффективной вязкости на разрыве, 
координат и времени. Получено общее решение квазистатической задачи для смещений и скоростей 
смещений берегов разрыва в виде статической поверхности в нормированной системе координат. 
Получено общее решение квазистатической задачи для коэффициента интенсивности касательных 
напряжений на концах разрыва в нормированных координатах.
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The processes of rock transition from undisturbed to dynamic fracture before earthquakes, under conditions 
of limited source zone volume and compression at great depths, are slow. Such a slowdown can be used for 
predictive purposes. According to natural waveguides, which are fault zones, these processes in the depths 
of the lithosphere cause variations in geophysical fields on the Earth's surface, in the atmosphere and 
ionosphere. In turn, these variations can already be seen by modern ground and satellite observations.
This article presents the results of mathematical and computer modeling of dynamic and quasi-static 
processes in earthquake focal zones. The motion of an elastic medium in the event of a sudden rupture 
along a finite strip under longitudinal shear conditions, taking into account contact viscous friction, is 
investigated. The use of an exact solution to this problem, constructed by the superposition method, is 
convenient for the first arrivals of reflected waves and is difficult with multiple reflections. In this regard, 
a different approach has been applied in this paper, which consists in reducing the boundary value problem 
to the Fredholm integral equation of the 2nd kind in images, the solution of which, under certain conditions, 
allows us to obtain the parameters of the motion of the medium at an arbitrary time. These conditions are 
sufficiently large values of the effective viscosity at break when a quasi-static non-stationary process is 
realized. Applying the method of solving integral equations in images, which uses the Hilbert-Schmidt 
formula for a resolvent kernel and decomposition of a normalized symmetric kernel into a bilinear series 
by eigenfunctions, a solution of a quasi-static integral equation in images is obtained. Further, by inverting 
the solution in the images, the original solution is obtained.
From the conditions of proximity of the approximate (quasi-static) solution and the general (dynamic) 
solution of the corresponding integral equation, an estimate of the lower bound of the effective viscosity at 
break is obtained for the transition from solving a dynamic non-stationary problem to solving a quasi-static 
non-stationary problem. The correspondence of the obtained condition of quasi-static processes to the 
available experimental laboratory and geophysical data is investigated.
With the help of analytical methods, together with numerical calculation, graphs of quasi-static non-
stationary displacements of the rupture shores and the stress intensity coefficient at its ends, depending on 
background stresses, effective viscosity at the rupture, coordinates and time are obtained. A general solution 
of the quasi-static problem for displacements and displacement velocities of the rupture shores in the form 
of a static surface in a normalized coordinate system is obtained. A general solution of the quasi-static 
problem for the intensity coefficient of tangential stresses at the ends of the rupture in normalized 
coordinates is obtained.

Keywords: mathematical modeling, non-stationary process, viscous rupture, displacement velocity, stress 
concentration.


